Aufgabe 1: Eigenschaften der Wavelet-Transformation (Eigenschaftenviavelet)

In Gl. (1) (Abschnitt 1.1) wird die Wavelet-Transformation als Zeit-Frequenz-Darstellung gegeben. Untersu-
chen Sie fiir diese Darstellung die Eigenschaften

a) Translationsinvarianz und

b) Affininvarianz.

Losung

Nach Gl. (1) gilt:

sen = [E| [ oo (Famn i) o

a) Translationsinvarianz:

Es gilt z5(t) = 2(t — t5). Daraus folgt:

VVwa HJ‘ZP x( (;(t—T)—i-td,) dt
w ¥

Mit der Substitution t' = t — ¢ folgt:

‘Wﬁi(Thf):=\/‘};‘ z(t') - * <}i(ﬂ-+ts——7)—rt¢> dt’
-V
fu

= WQ/J(T avf

(t—@—g»+w>m’

Eine Verschiebung der Zeitfunktion um ¢ bewirkt also eine Veschiebung der Wavelet-Transformierten
um die gleiche Zeit t.

b) Affininvarianz:

: 1 t
Es gilt z4(t) = | |:c<s>.Daraus folgt:
s
v N5 (Y e (L
i =\ o= [o(8) v (Le-ne) o

t
Mit der Substitution ¢’ = — folgt:
s

v ‘j{/) 1]s| /JC ( (#- S_T)Hw) -dt’ falls s > 0
W (r.f) =
‘2} 1]5| O[ v (J;(t/'s_T) +tw> s-dt’ fallss <0



Ji;‘ S]sl_é x(t) - (;;(t s—7T)+t ) dt’ fallss >0
f —S 7 / / _
\/m. S éx(t).z/, (f¢(t s T)+t¢> dt’ falls s <0
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer ﬂ("'
Exponentialfunktion

T

a) Bestimmen Sie die Wavelet-Transformierte des Signals x(f) = exp ( — at?) mithilfe des Gabor-

Wavelets

W(t) = (i)}l exp ( — %ﬁtQ) exp (jQWfOt) :

™

b) Kann das Signal 2:(t) aus der Wavelet-Transformierten mithilfe des Gabor-Wavelets rekonstruiert wer-

den?
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Aufgabe 2. Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

T

® D) Eine Rekonstruktion ist nicht moglich, da das Gabor-Wavelet die
Zulassigkeitsbedingung Cy, < oo nicht erfullt.

WP i
cwi SHdf <o - \P(O)—iw(t)dt_

— Die Mittelwertfreiheit des Wavelets ist eine notwendige Bedingung fiir die
Zulassigkeit. Dies ist beim Gabor-Wavelet nicht erfillt.
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Aufgabe 3: Multiraten-Filterbank (tultiratenFilterbank)

Das treppenformige Signal

mit

soll mithilfe einer Multiraten-Filterbank in seine Approximationen und Details zerlegt werden. Die Filterkoeffi-
zienten sind vorgegeben:

ol(-1) =+ ger(~1) = ===
gre(0) = +\2 g8pr(0) = +\}§

Das zugehorige Wavelet ist definiert als

1

1 fUr0§t<§

Y(t) =1 1 fijr%gtgl
0 sonst

und die Skalierungsfunktion als

1 firo<t<l1
o(t) =

0 sonst.

a) Zerlegen Sie das Signal x((t) mithilfe der Multiraten-Filterbank in die Approximationskoeffizienten
ck(m) und die Detailkoeffizienten di(m), k =1, 2, 3.

b) Berechnen und zeichnen Sie die Projektionen des Signals x(t) auf die Funktionenraume Vj, und Wy,
(k=1,2,3):

xp(t) = Pr(.)j {zo(t)} yr(t) = Pvl[r/oj {zo(t)}

Vi

c) Rekonstruieren Sie das Signal x(t) zeichnerisch durch Addition von y;(t), y2(t), y3(t) und x3(t).

Losung

a) Zunachst werden die Filter mithilfe diskreter 6-Impulse dargestellt:

gre(m) = —=(6(m) + d(m + 1))

gep(m) = (6(m) —d(m+ 1))

Sl Sl
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b)

Iterationsvorschrift zur Berechnung der Koeffizienten:

crr1(l) = e (2) * gre(2l) = > cr(m)gre(2l —m)
ad 1

= m:Z_OO ck(m) - \ﬁ(é(% —m)+6(2l —m+1))

= %(ck(%) + cp (20 + 1))

Qe (D) = cu(20) * gap(2) = > culm)gap(2l —m)

=S elm)- \}5(5@ —m) — 62— m+ 1))

_ \}ﬁ(ck@l) — ep(20 + 1))

Daraus folgt:

1 1
c1:ﬁ-[2 77 2 dlzﬁ-[ﬂ -1 1 2]
CQ:%~[9 9] d2:é-[—5 5|
cB:i-ls dszi-o

2v/2 22

Die Projektionen in die Funktionenunterraume Vi bzw. W} entsprechen Reihenentwicklungen in die
zeitverschobenen Skalierungs- bzw. Waveletfunktionen, die mit & skaliert wurden:

23—k 237k _1

w(t)= ) cm)emp(t) = ex(m)27 227"t —mT)
m=0 m=0
| 23-F_1

ye®) = Y de(m)mp(t) = Y dp(m)27F?p(27F —mT)
m=0 m=0

Als Hilfe fiir die zeichnerische Konstruktion werden die GréRen 2%/2¢; (m) bzw. 27%/2d;,(m) berech-

net:

L [135351} 1d[1 05051}
— .C f— —_— f— JE— —_

\/§ 1 b b \/5 1 ) b

1 1

5o = [2,25 2,25} 5 = [—1,25 1,25}

1 1

-3 =2,25 —— -d3=0

2v2 22

Damit ergeben sich die Signale, die in Abb. L3 gezeigt sind.
Durch die Addition entsteht wieder das Signal x(t).
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Abbildung L3: Approximationen und Details
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